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第2讲 正方形中的三垂直与半角模型（练习）

一、 三垂直模型

勾股弦图

基本模型及迁移

1. 如图所示，直线 经过正方形 的顶点 ，分别过顶点 、 作 于点 ， 于点 ，

若 ， ，则 的长为            ．

2. 如图，直线 过正方形 的顶点 ，点 、 到直线 的距离分别是 和 ，则正方形的边长

是            ．

3. 如图，将正方形 放在平面直角坐标系中， 是原点， 的坐标为 ，则点 的坐标

为            ．
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4. 如图，点 是正方形 边 上一点，连接 ，作 于点 ，作 于点 ．

求证： ．

5. 如图， 为正方形 的边 上的一个动点， ， ，垂足分别为点 ， ．已

知 ，则             ．

6. 如图所示，在直角梯形 中， ， ， 是 的垂直平分线，交 于点

，以腰 为边作正方形 ，作 于点 ．

求证： ．
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弦图变形的拓展

十字模型

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

7. 如图，已知正方形 ．

如图 ， 是 上一点，过 上一点 作 的垂线交 于点 ，交 于点 ，求证：

．

图
如图 ，过正方形 内任意一点作两条互相垂直的直线，分别交 ， 于点 ， ，

交 ， 于点 ， ， 与 相等吗？请写出你的结论．

图
当点 在正方形 的边上或外部时，过点 作两条互相垂直的直线，被正方形相对的两

边（或它们的延长线）截得的两条线段还相等吗？其中一种情形如图 所示，过正方形

外一点 作互相垂直的两条直线 ， ， 与 ， 的延长线分别交于点 ， ，

与 ， 的延长线分别交于点 ， ，试就该图形对你的结论加以证明．

图
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. 根据图解答下列各题：

图 图 图

如图 ，正方形 中， 、 分别是 、 边上的点，满足 ．求证：

．

如图 ，正方形 中， 、 、 分别是 、 、 边上的点，满足 ，若

，则             ．

如图 ，正方形 中， 、 、 分别是 、 、 边上的点，满足 ，连

接 ．求证： ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

9. 在正方形 中．

如图，若点 ， 分别在边 ， 上， ， 交于点 ，且 求证：

．

如图，将正方形 折叠，使顶点 与 边上的点 重合，折痕交 于 ，交 于

，边 折叠后与 边交于点 ．若 ， ，求 的长．

双正方形模型（三垂综合应用）

10. 已知如图，分别以 的边 、 为边作正方形 、 ，过 作 ，交

于 ，交 于 ，求证： ．
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二、 角含半角模型

正方形角含半角的和差关系

半角在倍角内

A. B. C. D.

11. 如图，在正方形 中，点 的坐标是 ，点 ， 分别在边 ， 上， ，若

，则 点的纵坐标是（   ）．

12. 如图．正方形 的边长为 ．点 ， 分别在 ， 上．若 ，且

，则 的长为            ．

13. 如图，正方形 边长为 ， ，则 的周长为            ．



7

14. 如图，正方形 的边长为 ， ， 分别为 ， 上的点，当 的周长为 时，则

            ．

15. 如图， 、 分别是正方形 的边 、 上的点，且 ， ，

的周长为 ，则              ．

A. B. C. D.

16. 如图，在正方形 内作 ， 交 于点 ， 交 于点 ，连接 ，过点

作 ，垂足为点 ，将 绕点 顺时针旋转 得到 ，若 ，

，则 的长为（   ）．

A. ①②③ B. ①②④ C. ①③④ D. ②③④

17. 如图，正方形 的边长为 ， ，过点 作 于 ．下列说法：①若

，则 ；②若 为 的中点，则 的面积为 ；③若 ，则

；④ ．其中正确的是（   ）．
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图

图

（ 1 ）

图

（ 2 ）

18. 【感知】如图①，点 是正方形 的边 上一点，点 是 延长线上一点，且

，易证 ≌ ，进而证得 ．

【应用】如图②，在正方形 中，点 、 分别在边 、 上，且 ．求

证： ．

【拓展】如图③，在四边形 中， ， ，

，点 ， 分别在边 、 上， ．若

，则 的大小为            度．
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半角在倍角外

（ 1 ）

（ 2 ）

19. 已知：正方形 中， ，绕点 顺时针旋转，它的两边分别交 、 （或它

们的延长线）于点 、 ．

如图 ，当 绕点 旋转到 时，有 ，当 绕点

旋转到 时，如图 ，请问图 中的结论还是否成立？如果成立，请给予证明，如果

不成立，请说明理由．

图 图
当 绕点 旋转到如图 的位置时，线段 、 和 之间有怎样的等式关系？请

写出你的猜想，并证明．

图
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

20. 已知：正方形 中（图 ）， ， 绕点 顺时针旋转，它的两边分别交

， （或它们的延长线）于点 ， ．

图
当 绕点 旋转到 时（图 ），线段 ， 和 之间有怎样的数量关

系？写出猜想，并加以证明．

图
当 绕点 旋转到图 的位置时，线段 ， 和 之间又有怎样的数量关系？证

明你的猜想．

图

若正方形的边长为 ，当点 运动到 边的中点处时，求 的长．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

21. 如图：在 中， ， ， ，把 绕点 旋转，在整个

旋转过程中，过点 作 ，垂足为 ，直线 交 于 ．

如图①，当 在 内部时，求证： ．

图

如图②，当 在 外部时，则线段 、 与 的关系为            ．

图

在（ ）的条件下，若 ， ，求 的长．

图
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

22. 问题：如图（ ）点 、 分别在正方形 的边 、 上， ，试判断 、

、 之间的数量关系．

图

【探索发现】小明把 绕点 逆时针旋转 ，至 ，从而发现 、 、 之

间满足            的数量关系．

【类比引申】如图（ ），四边形 中， ， ，

，点 、 分别在边 、 上，则当 与 满足            关系

时， 、 、 之间仍满足以上的数量关系，并说明理由．

图

【探究应用】如图（ ），在某公园的同一水平面上，四条通道围成四边形 ．已知

米， ， ， ，道路 、 上分

别有景点 、 ，且 ， 米，现要在 、 之间修一条笔直道路，

求这条道路 的长（结果保留根号）．

图
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角含半角的平方关系——半角在倍角内

23. 如图，点 、 分别是正方形 的边 、 上的点， ，连接 ，则 、

、 之间的数量关系是            ．连结 ，交 、 于点 、 ，则 、 、 满

足的数量关系是            ．

24. 如图，在正方形 中， ，连接 ，分别交 、 于点 、 ；若

， ，则             ，若 ， ，则             ．

25. 如图，已知正方形 ， ， 分别是 ， 上的点， ，连接 分别交

， 于 ， ，下面结论错误的是            ．

① 的周长等于正方形 的边长的两倍；

②点 到 的距离等于正方形 的边长；

③ ；

④ 与 均为等腰直角三角形；

⑤ ；

⑥ ．正方形
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（ 1 ）

（ 2 ）

26. 【发现证明】

如图 ，点 ， 分别在正方形 的边 ， 上， ，试判断 ， ， 之

间的数量关系．

小聪把 绕点 逆时针旋转 至 ，通过证明 ≌ ；从而发现并证明了

．

图
【类比引申】

如图 ，点 、 分别在正方形 的边 、 的延长线上， ，连接

，请根据小聪的发现给你的启示写出 、 、 之间的数量关系，并证明．

图
【联想拓展】

如图 ，如图， ， ，点 、 在边 上，且 ，若

， ，求 的长．

图
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（ 1 ）
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（ 2 ）

27. 在学习了等腰三角形的知识后，数学兴趣小组的同学们又进一步对等腰直角三角形的一些特殊线段

之间的关系进行了探究．

【尝试探究】

问题：如图（ ），在 中， ， ， ，试探究线

段 、 、 之间满足的等量关系．

【探究发现】

如图（ ），小聪同学作 ≌ ，连接 ，由已知条件易得

            度，             度．

再根据“边角边”，可证 ≌            ，得到             ．

在 中，根据            定理，可得到 ，

所以 、 、 之间的等量关系是            ．

【实践运用】

回答下列问题：

如图（ ），在正方形 中， 的顶点 、 分别在 、 边上，高

与正方形的边长相等，求 的度数．

在①的条件下，连接 ，分别交 、 于点 、 ，若 ， ，则正

方形的边长为            ．

在②的条件下， ，运用小聪同学探究的结论，直接写出 的长

为            ．


